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Jeux bayeésiens statiques
Exemple introductif

Firme 2 Firme 2
type connexe type non connexe
Firme 1 (4 2) (0 0) (4, 0) (0, 4)
B (0,0) (2,4) (0,2) (2,0)

* p € [0,1]: probabilité que la firme 2 soit de type « connexe ».

* Une stratégie pour la firme 2 définit un couple d’action pour chacun de ses
types.
* Eg, (G, G)(G,D),(D,G)et(D,D),avec la premiére (resp. seconde) coordonnée de

chaque paire désignant I'action retenue par la firme 2 lorsque son type est connexe
(resp. non connexe).
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Jeux bayesiens statiques
Exemple introductif

Firme 2 Firme 2
type connexe type non connexe
Firme 1 (4 2) (O 0) (4 0) (O 4)
B (0,0) (2,4) (0,2) (2,0)

Les ensembles de meilleures réponses du joueur 2 s’écrivent:

{MRZ (H) ={(G,D)}

MR,(B) ={(D,G)}

Ainsi, un équilibre de Nash en stratégies pures de ce jeu ne peut étre
soutenu que par les stratégies (G, D) et (D, G) de la firme 2.

Diapositives du livre "Microéconomie : Théorie des jeux et contrats" ©]érome MATHIS 6



Jeux bayeésiens statiques
Exemple introductif

Espérance de gain de la firme 1:

(G, G) (G,D) (D, G) (D,D)
H 4 4p 4(1 —p) 0
B 0 2(1—-p) 2p 2

Face a (G, D) la meilleure réponse de la firme 1:
+ HEMR(G,D) = 4p22(1-p)op2y

[EEY

* BEMR,(G, D)= 4p<2(1—-p)ep<-=
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Jeux bayesiens statiques
Exemple introductif

_

(G, G) (G,D) (D, G) (D, D)

Firme 1 H 4 4p 4(1—-p) 0
B 0 2(1—-p) 2p 2
D’ou
p
{H}sip > = ;

=W =

MR,(G,D) = { {H,B}sip ==; et
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Jeux bayeésiens statiques
Exemple introductif

_ o

(G,G) (G,D) (D, G) (D, D)

Firme 1 H 4 4p 4(1 —p) 0
B 0 2(1—-p) 2p 2

Face a (D, G) la meilleure réponse de la firme 1:

§
{H}sip <7 ;
{H}si4(1—p) > 2p;
MR{(D,G) ={{H,B}si4(1 —p) = 2p;et = {{H,B}sip=—;et
{B}si4(1—p) <2p

W N

w| DN W

{B}sip > —.
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Jeux bayesiens statiques
Exemple introductif

_ 5

(G, G) (G,D) (D, G) (D, D)

Firme 1 H 4 4p 4(1—-p) 0
B 0 2(1—-p) 2p 2

A présent, il nous faut distinguer suivant les valeurs de p € [0,1].

Lorsque p < g, on a
MR;(G,D) = {B}et MR,;(D,G) = {H}
MR,(H) = {(G,D)} et MR,(B) = {(D, G)}
Donc aucun équilibre de Nash en stratégies pures.
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Jeux bayeésiens statiques

Exemple introductif _—
_
(i) (6,D) (0,6)  (D,D)

Firme 1 H 4 4p 4(1 —p) 0
B 0 2(1—-p) 2p 2

Lorsque p € E,g[, on a
MR,(G,D) = {H}et MR,(D,G) = {H}
MR,(H) ={(G,D)} et MR,(B) ={(D,G)}
Donc (H , (G, D)) est 'unique équilibre de Nash en stratégies pures.
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Jeux bayesiens statiques
Exemple introductif

_

(G, G) (G,D) (D, G) (D, D)
Firme 1 H 4 4p 4(1 —p) 0
B 0 2(1-p) 2p 2
, {H,B}sip=3;et
Lorsquep = =,ona MR,(G,D) ={H} et MR,(D,G) = 32
3 {B}sip > 5

MR,(H) = {(G,D)} et MR,(B) = {(D,G)}

Donc l'ensemble des équilibres de Nash en stratégies pures s’écrit:

{(H,(G,D)),(B,(D,6))}.
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Jeux bayeésiens statiques
Exemple introductif

bayésien peut varier avec la distribution de probabilités (ici p €
[0,1]) définie sur I’ensemble des types (ici ceux de la firme 2).

« Par la suite, nous étudierons le concept de solution appropri€ a cette

classe de jeux: I’équilibre Bayésien

Celui-ci repose sur une articulation cohérente entre les stratégies et les
croyances (définies par des distributions de probabilités).
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Jeux bayeésiens statiques
Modele

Un jeu bayésien simultané représente une interaction stratégique
simultanée entre N joueurs, qui s’écrit

G=<N,S,0,®)ien G)iexn >

AR

avec :
e N ={1,2,..., N}I'ensemble des N joueurs;

e S=]IN,S; ou S; désigne 'ensemble des stratégies pures (ou actions
possibles) du joueuri € IV ;

e 0 =[[~,0;, ol 0; désigne I'ensemble des types du joueur i € IV;

Jeux bayesiens statiques
Modele

G=<N,S50,®)ien: (G)iexn >

e p;(.) une distribution de probabilité que le joueur i € V assigne
aux types des autres joueurs sachant son information privé.

p;:0; > A(O_;)
6; = pi(6-:16;)

ou le simplexe A(0_;) désigne I'ensemble des loteries sur le type des
autres joueurs 6_;.



Jeux bayeésiens statiques
Modele

G =<N,S,0,P)ien 9i)ien >

e g;(.) la fonction de gains (ou d’utilité¢) du joueur i € NV
gi: SX0O0-R
(s,0) = gi(s,0)

On dit que le jeu G est fini lorsque les ensembles V', S et © sont finis.

Dans la suite, nous restreignons 1’analyse aux jeux finis.

Jeux bayesiens statiques
Modele

R

* Dans la suite, on suppose qu’il est connaissance commune a tous les
joueurs que le profil de types réalisé @ est a priori tiré selon une certaine
distribution p(6).

 Cette distribution est utilisée pour déterminer la croyance a posteriori du
joueur i a partir d’un calcul de probabilité¢ conditionnelle.

 Ainsi, la croyance p;(6_;]0;) du joueur i est supposée ne dépendre que
de son information privée 6; (mais pas de son identité i), et s’écrit

p(6_i16;).
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Jeux bayesiens statiques
Information incompléete ou imparfaite ?

Dans les jeux a information incompléte, il existe au moins un joueur i
dont une caractéristique pertinente pour le jeu reste inobservée par un
(ou plusieurs) autre(s) joueur(s).

- Cette caractéristique de l'interaction (joueurs, actions disponibles ou
paiements) constitue alors une information privée du joueur i.

Dans les jeux a information imparfaite, au moins un joueur i ne
possede qu’'une connaissance imparfaite de I'histoire du jeu.

Un jeu a information incomplete peut étre transformé en un jeu a
information imparfaite.



Jeux bayeésiens statiques
Information incomplete ou imparfaite ?

* Enintroduisant un joueur fictif, la Nature, I'approche a la Harsanyi
(1967-1968) transforme une situation de jeu statique a
information incompléte en un jeu dynamique a information
imparfaite.

- En effet, lorsque la nature sélectionne de maniere aléatoire le
type (ou la caractéristique) 6; du joueur i, les autres joueurs - i
n’observent pas ce choix.

- Ils ne connaissent donc pas la totalité de I'histoire du jeu, ce qui
en fait un jeu a information imparfaite.

Jeux bayesiens statiques
Information incompléete ou imparfaite ?

- Cette transformation permet d’appliquer I'équilibre de Nash
comme concept de solution au nouveau jeu obtenu.

- Il nous faut toutefois redéfinir les stratégies et les paiements,
ainsi que veiller a la cohérence des croyances a posteriori.
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Jeux bayesiens statiques
Calcul des croyances a posteriori

Sachant son type 0; (en supposant p(6;) # 0), la formule de révision
des croyances s’écrit :

p((04,...,0; .., 0,)) _pO_;n6)
p(6;) p(6;)

p(6_;16;) =

De
p(6:) =p(Us_e0_ (8- N 6)) = 2 _co_,P(6_; N 6))

et de
p(6_;n6;) =p(6;6-)p(6_;)



Jeux bayeésiens statiques
Calcul des croyances a posteriori

le théoreme de Bayes conduit a la formule suivante de révision (dites
« bayésienne ») des croyances:

p(6;10_)p(6_;)
2o_co_,p(O:16-)p(6-;)

p(6_;16;) =
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Jeux bayesiens statiques
Calcul des croyances a posteriori

Example:

Probabilités
0, =c 0, =7¢ marginales
_ 6, =c 0,4 0,2 Pr(f; =¢c) =06
firme L 6, =¢ 0,1 0,3 Pr(6, =) = 0,4
Probabilités marginales Pr(6,=c)=05 Pr(6,=¢c)=0,5 1

Q.: Que valent Pr(92 =c|8, = g) et Pr(@z =c|6; = g) ?

Déduisez-en Pr ((92 =c)u (8, =0)]6, = g).
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Jeux bayésiens statiques  E&

el des contrats
b 0

Calcul des croyances a posteriori -
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Jeux bayeésiens statiques
Stratégies

* Dans un jeu bayésien, les stratégies sont contingentes aux types.

- Dans notre cadre ou chaque joueur ne joue qu'une seule fois,
une stratégie puredu joueur i est une application:

Si - ®i - Ai
6; - 5:(6;)

ou 4; désigne '’ensemble des actions.

Jeux bayesiens statiques
Stratégies

- De méme, une stratégie mixtedu joueur i prend la forme d'une
application

0;:0; > A(S;)
6; - 0;(6;)

Ou le simplexe A(S;) désigne I'ensemble des loteries sur
I'’ensemble des stratégies pures S;.
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Jeux bayesiens statiques
Concept de solution: I'’équilibre Bayésien

Un profil stratégique (o, g5, ..., oy) est un équilibre Bayésien si pour
tout joueuri € {1,2, ..., N}, tout type 0; € 0,, et toute stratégie o;, on
a

Eotor 19110 = E g1 5+ 1 [9:()164]

ol E¢g, 5_y [9i(.)]0;] désigne I'espérance de gain qui s’écrit comme
ci-apres.



Jeux bayeésiens statiques
Concept de solution : I'equilibre Bayésien

E(ai,a_i) lg:()16;] =

Z p(g—i |9L) z l_[ O-](S]|9]) gi(sl (61)! S2 (92)! Ly SN(BN)J 611 62' ey BN)

0_; SjESj JEN

avec Jj(sj |9j) la probabilité avec laquelle le joueur j € N sélectionne
la stratégie pure s; lorsqu’il adopte la stratégie mixte g; et que son
type est 6;.

Jeux bayesiens statiques
Concept de solution : 'equilibre Bayésien

Dans le cas particulier d'un profil de stratégies pures, I’espérance de
gain E(5,. s_y[9i(.)]6;] s’écrit simplement

2 P(H—iwl:) gi(51 (01),52(63), ..., sn(0y), 01,05, ...,0y)
9_.

ou s;j(6;) désigne I'action du joueur j € V" sous la stratégie s; lorsque
son type est 6;.



Jeux bayeésiens statiques
Concept de solution : I'equilibre Bayésien

* Alinstar de I'équilibre de Nash, I’équilibre Bayésien désigne un
profil stratégique pour lequel il n'y a pas de déviation unilatérale
profitable.

* Dans le cadre d’'un jeu Bayésien, cette maximisation résulte d'un

paiement espéré calculé selon une distribution de probabilité
conditionnelle au type réalisé.
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Jeux bayeésiens statiques
Application: Duopole de Cournot

o RECHERCHES
PRINCIPES MATHEDlATIQUES

THEORIE DES RICHESSES,

Par AvcosTin COURNOT 5

PARIS

CHEZ L. HACHETTE ,
LIBRAIRE DE L'UNIVERSITE ROYALE DE FRANGE,
RUE PIERRE-SARRAZIN, N° 12

Antoine Augustin Cournot (1801-1877)
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Jeux bayésiens statiques
Application: Duopole de Cournot

* On considere le Duopole de Cournot a information incomplete
d’un coté.

- le colt unitaire de production de la firme 1 est connaissance
commune; et

- lafirme 1 n’observe pas le colit unitaire de production de la
firme 2.
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Jeux bayeésiens statiques
Application: Duopole de Cournot

Rappelons les principales hypothéses du modéle de Cournot.
« N ={12}
« Chaque firme i € {1,2} produit un bien homogéne en quantité gq; € R*
* La quantité totale produite est notée q = q; + qj,avecj € {1,2},j # i
* Le profit de la firme i s’écrit

m;(9:,q;) = q:P(q: + q;) — Ci(q1)

- ou P(.) désigne la fonction de demande inverse du marché; et
- C;(.) lafonction de colit de production de la firme i.

Jeux bayeésiens statiques
Application: Duopole de Cournot

Afin de rendre I'analyse plus explicite, nous supposons que:
* P(q) = a—bqgavec (a,b) € R%
Ci(qi)=ci q;
D’ou I'écriture du profit de la firme i € {1,2} (pourj € {1,2},j # i)

(91, 9;) = qi[(a — b(q; + q;) — ci]



Jeux bayeésiens statiques
Application: Duopole de Cournot

* Le colit unitaire de production de la firme 1 est information
publique et égal a c;.

* Le colt unitaire de production de la firme 2 est information privée.
H

- il peut étre de niveau élevé, c;', avec probabilité a ; ou

- ou faible, c, avec probabilité (1 — a).

Jeux bayeésiens statiques
Application: Duopole de Cournot

* Le profit de la firme 1 s’écrit :

m1(q1,92) = q1l(a — b(qy + q2) — 4]

* Son profit espéré s’écrit :

E(nl(ql,qg, q%))
= a[a — b(Ch + qlzq) — C1]CI1 +(1- a)[a — b(CI1 + CI%) — C1]CI1



Jeux bayeésiens statiques
Application: Duopole de Cournot

profit s’écrit :
o (ChrCIzez»CzeZ) = q,° [(a —b(q, + qu) - 052]

ou qu désigne le niveau de production de la firme 2 lorsque son

N * 9
colt de production vaut c,?.

Jeux bayeésiens statiques
Application: Duopole de Cournot

* Chaque firme i € {1,2} choisit simultanément un niveau de production
g; qui maximise son profit en considérant la production gq; de son

concurrent comme donnée.

* Le niveau de production optimale de la firme 1, noté q;(q¥,q%)
satisfait:

4i(¢',az) € arg max E (m1 (g1 0% q8))



Jeux bayeésiens statiques

hCor jeus
el des contrats

Application: Duopole de Cournot =

« De méme pour la firme 2, on cherche (g3*, g5*) tels que:

qi"(q1, ') € arg TR, T (01,05, cF)

43" (a1 ¢z) € arg max m5(qy, a2, ¢1)

q;

0:Que vaut q; (¢4, q3) ?
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Jeux bayésiens statiques
Application: Duopole de Cournot
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Jeux bayeésiens statiques
Application: Duopole de Cournot

* Apres réarrangements, nous obtenons la condition de premiere
ordre suivante :

la —2bq; — ;] — bE(q;) =0

ol E(qy) = agi + (1 — a)q} désigne 'espérance
mathématique de production sur les types de la firme 2.

Jeux bayeésiens statiques
Application: Duopole de Cournot

« On note FR,(q%, g%) la fonction de réaction de la firme 1 qui & tout
niveau d’espérance de production E(q,) de la concurrence, associe
I’unique niveau de production qui maximise les profits de la firme 1.

* Onadonc
FR,(qf.4%) = ai(d¥, a5)



Jeux bayeésiens statiques
Application: Duopole de Cournot

 De méme pour la firme 2, pour 6, € {H, L}, la condition de premier
ordre s’écrit:

0T, (CI1» 45, 052)

0 0
s 1 quz hqy Y2 —

« D'ou
02
a—bq, —c,

0, * 0 0
qu (C[1; sz) = FR,(q1, sz) — b
* La condition de second ordre est vérifiée par la stricte concavité de la
fonction de profit m, (. ).

Jeux bayeésiens statiques
Application: Duopole de Cournot

« Deck <cl,onaFRy(qy,c¥) < FRy(qy,c2).

* Dans la suite, nous allons nous intéresser a la fonction EFR,(qq, c;)
qui désigne I’espérance de la fonction de réaction de la firme 2, et
s’écrit

a—bq, — E(cz)

EFR,(qy,¢;) = b

ou E(cy) = acll + (1 — a)ck exprime I’espérance mathématique
sur les colts unitaires de production de la firme 2.



Jeux bayeésiens statiques
Application: Duopole de Cournot

équilibre Bayésien est défini par le triplet

{1 (a5 a5") 43 (a), q5* (aD)}-
Il est obtenu par résolution du systeme suivant:

( « a—cy; —bE(q;)
qi(q%.q3) = T
. a—bq; —cd
g (qy) = T &
L
L _a_bCh_Cz
\ q5"(q1) b

Jeux bayeésiens statiques
Application: Duopole de Cournot

On sait que
_ (a—bgi—cf a —bg; — ck
E(q2>—a( - >+<1—a)< =
za_bCh—E(Cz)

2b

En utilisant cette expression dans la fonction q’{(q? , q%), nous
obtenons I’expression de q7.
Il s’ensuit également les expressions de =gl (q) et

q5" = q5(q1).



Jeux bayeésiens statiques
Application: Duopole de Cournot

Apres calculs, nous obtenons comme équilibre Bayésien :

( . a—2¢ +E(c)
ql - 3b
J b _ 2(a+c;) — 3¢ — E(cy)
CIZ - 6b
oL = 2(a+c;) — 3¢k —E(cy)
|2 6b
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Jeux bayeésiens statiques
Application: Duopole de Cournot

a—c 9z
b
FRy (43, q3)
Equilibre de Nash-bayésien
a-—cs
2b
L*
q ;
7 FRy(q1,¢5)
a—E(cy)
2b
a—ch :
Zb EFRZ(ql‘CZ)
"
i _ :
FRy(q1.¢3) g 4-Ga a- ¢ a—E(cy) a—ck i
] [P————
2b b b b

Diapositives du livre "Microéconomie : Théorie des jeux et contrats" ©]érdme MATHIS 54



Jeux bayeésiens statiques
Application: Duopole de Cournot

a — cq Az

FR,(q%.q%)

Equilibre de Nash-bayésien
a — ck
2b

L*
qz

: - FRZ(QhCé')
a— E(c3)
2b
o 0 -~
2b EFR;(qgy.c2)

H o+
qz

R T i —

FRz(Q:-C;?)

gy | =% @—e a— E(cz) a—cs a1
2b b b b

« Lintersection entre la fonction de réaction FR, (¢4, ¢%) dela firme 1 et celle
EFR;(q,,c3) dela firme 2 détermine le niveau de production optimal g7, .
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oy Tz
b B
FRy(gz.493)
Equilibre de Nash-bayésien
a — ck
2b
I -
q >
= o g -O FRz(qy.c5)
a—E(C2) . 7 3
2b 1
a — cif 4
25b : EFR(qgy,€2)
e | )
& e 4 .
FR;(gy.c3) G a — ¢y a — cif a— E(c3) a—c¥ g1
2b b b b

* Ce niveau de production optimale est ensuite projeté dans les fonctions de

réaction FR,(q,, c}) et FR,(qq, c}) afin de déduire les niveaux de production
optimaux g4 * et g™
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9z

a — Cq
i FRy(q¥. a%)
Equilibre de Nash-bayéesien
a — ck
2b
L%
il | FR;(q1,c5)
a— E(c;)
2b
a — cit
2b EFR5(qgy,c2)
qs'”
L .
FR;(qy.c3 " a — ¢y a— ck a — E(cs) a—ci .

qi

2h b b b

* En ces points, aucune des deux firmes n’a intérét a modifier unilatéralement
son niveau de production.
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Jeux bayésiens dynamiques
Introduction

Jusqu’a présent, seule l'action retenue par la Nature était
inobservée des joueurs.

Dans certaines situations, les joueurs ont également une
incertitude sur les actions précédemment jouées par d’autres
joueurs stratégiques.

Il s’agit de jeux séquentiels en information imparfaite.

Les joueurs en aval ont la possibilité d’extraire de nouvelles
informations a partir de 'observation des actions passées en
amont.

Les croyances sont révisées a partir des actions observées, et donc
des stratégies.
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Introduction

* Nouveau concept de solution : |’ équilibre Bayésien parfait
(EBP) repose sur deux exigences :

- La rationalité séquentielle ; et
- La cohérence des croyances avec les stratégies.

« Larationalité séquentielle: la solution prend la forme d'un
profil stratégique formé de meilleures réponses en tout nceud
de I'arbre décrivant le jeu (comme I'équilibre parfait en sous-
jeux).

Jeux bayésiens dynamiques
Introduction

* En information imparfaite, le principe de rationalité
séquentielle impose une difficulté additionnelle par rapport
aux jeux a information parfaite.

* C(Celle-ci provient du fait qu’un joueur peut étre incapable de
distinguer le nceud ou il se trouve car il ne sait pas quelles
actions ont été jouées au préalable.
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Introduction

1 (0] (0] 1

Le groupe de noeuds que le joueur ne parvient pas a dissocier
forme ce que I'on appelle un ensemble d’'information, qui est ici
représenté par la boite contenant les nceuds N; ou N,.

Comme le joueur est incapable de distinguer s’il est en N; ou N,,
il doit jouer la méme stratégie en chacun de ces nceuds.

Jeux bayéesiens dynamiques
Introduction

1 (0] o 1

En particulier; il lui est impossible de jouer a la fois Gen N; et D
en N, pour se garantir un paiement de 1.
Son ensemble de stratégies pures se limite a l'action G en

chaque nceud (N; et N,) ou a l’'action D en chaque nceud.
De méme, une stratégie mixte consiste a jouer la méme loterie
en chacun des nceuds N; et N.
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Introduction

» La cohérence des croyances avec les stratégies: lorsque la
sélection du nceud résulte d'une action passée les croyances
doivent étre cohérentes avec la stratégie utilisée en amont.

« Il s’agit d’'un raffinement par rapport a I’équilibre parfait en
Sous-jeux.

Jeux bayéesiens dynamiques

Introduction
Nature
O
9:{ P . 01”
1/2 152
- ’Nl N, @) Joueur 1
- . D , G . D
@ Ns ® N ® v @ N, Joueur2
G D G D G \' D G D
(0,0) ,-1) (0,00 (0,—1)(0,1) (0,2)(0,1) 0,2)

* Les deux paires de nceuds (N3, Ns) et (N4, Ng) constituent
deux ensembles d’information distincts pour le joueur 2,
représentés par des traits pointillés.
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Nature
@
o1 (2]
1/2 1/2 "
@ N, N D Joueur 1
G D G D
@ Ns @ N. @ Ns @ Ng Joueur 2
G D G D G D G D
(0,0D (0, —1) (0,0 (0, —1)(0,1) 0,2) (0,1 0,2>

* (e jeu possede notamment un équilibre de Nash qui consiste:
- pourle joueur 1 ajouer l'action G avec probabilité% (resp. 1)

lorsque son type est 8; (resp. 8;); et
- pour le joueur 2 a jouer 'action G en imaginant qu’il est
toujours conduit au nceud N5 (resp. N, ) lorsqu’il observe
que le joueur 1 a joué G (resp. D).

Jeux bayéesiens dynamiques
Introduction

Nature

0

Jouecur 1

@& N, Nzyok

@& N @ Na @ Ns @» Ng Joueur 2

G D G/ D G D G D
0,05 (o, —1) (0.0> (O, —15C0,1)> 0,25 (o,1) C0.2)

Le probleme est que la croyance du joueur 2 apres observation de I'action
G n’est pas cohérente avec le comportement du joueur 1.

Car compte-tenu de la stratégie du joueur 1, la probabilité que le joueur 2
soit conduit au nceud N5 aprés observation de 'action G n’est pas de 1.

Q.: Que vaut Pr(N;3|G) ?
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el des contrats

Introduction oo

* Lesnceuds N, et Ng ne pouvant étre atteints que si le joueur 1 joue
I’action D, on en déduit:

Pr(Ns|G) = 1 — (Pr(N5|G) + Pr(N,|G) + Pr(N¢|G)) = 1 — Pr(N;|G) = §

* Le concept de solution qui nous intéresse élimine donc ce type
d’équilibres de Nash qui reposent sur des croyances
d’ensemble d’information non cohérentes avec les stratégies.
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* Selon cette croyance, le paiement espéré associé a 'action G
est:

1><O+2><1—2
3 3 3

» et celui associé al’action D est:
1 2
3 X (—1)+§><2 = 1.
* Compte tenu de la stratégie du joueur 1, et apres observation

de l'action G, I'action D est donc I'unique meilleure réponse du
joueur 2.

Jeux bayésiens dynamiques
Introduction

* De méme, compte tenu de la stratégie du joueur 1, lorsque le
joueur 2 observe l'action D, il en déduit qu'il est au nceud N,
(resp. Ng) avec probabilité 1 (resp. 0).

* On retrouve ce résultat par simple application de la regle de

Bayes:
Pr(6; n D) _ Pr(D|67) Pr(6;)

Pr(N,|D) = Pr(6,|D) =

Pr(D) Pr(D)
1
3 Pr(D|6;) Pr(6;) B IX5 1
~ Pr(D|6;) Pr(0;) + Pr(D|6;) Pr(8;) 4.1 1~

1)(7"‘0)(7
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* Lesnceuds N3 et Nc ne pouvant étre atteints que si le joueur 1
joue 'action G, on en déduit:

Pr(Ng|D) = 1 — (Pr(N5|D) + Pr(N,|D) + Pr(Ns|D)) = 1 —
Pr(N,|D) = 0

Jeux bayésiens dynamiques
Introduction

 Ainsi, le profil stratégique qui consiste:
- pour le joueur 1 a jouer I'action G avec probabilité% (resp.
1) lorsque son type est 8; (resp. 6;'); et

- pour le joueur 2 a jouer I'action D (resp. G) avec une
croyance de se situer au nceud N5 (resp. N, ) avec

probabilité§ (resp. 1) apres observation de l'action G (resp.
D)
est un équilibre de Nash qui est aussi un équilibre Bayésien
parfait.
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Jeux bayésiens dynamiques
Modele

* On considere un jeu bayésien dynamique dans lequel a chaque
étape t € {1,2,...,T}, lesjoueurs sélectionnent simultanément
une action, parfaitement observée de tous en fin d’étape.

* L'ensemble des actions disponibles au joueur i dépend de
I’étape t a laquelle il se situe et des actions jouées au préalable.

« L'action retenue par le joueur i peut dépendre de son type 6;
supposé indépendamment distribué du type des autres
joueurs.
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Modele

Un jeu bayésien dynamiquereprésente une interaction
stratégique simultanée entre N joueurs sur plusieurs étapest =
1,2,...,T, qui s’écrit

G =<N,(ADien, 0, @ ien (G ien >

avec :
« NV ={1,2,...,N}I'ensemble des N joueurs;

» A;(.) I'ensemble des actions disponibles du joueur i € V', qui
dépend de I'histoire H® des actions jouées jusqu’en t:

H' > A;(HY)

Jeux bayésiens dynamiques
Modele

G =<N,ADien O, ®)ien, (Gi)iexn >

- 0 =[N, 0, 0u0,; désigne I'ensemble des types du joueur i €
N ;

* p;(.) € A(©;) une distribution de probabilité sur le type 6; du
joueur i € N qui est:
- connaissance commune;
- indépendante de la distribution des types des autres
joueurs; et
- telleque VO = (64,65, ..,0y) € ©,0onaPr(0) =[1,p;(6)
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G =<N,(ADien O, @) ienr (G)ien >

* g;(.) lafonction de gains du joueur i € NV, qui dépend de
I'histoire HT des actions jouées par les joueurs stratégiques
jusqu’en T et du profil des types 0

(HT,0) - g;(HT,0) €R

Jeux bayésiens dynamiques
Modele

* Chaque histoire H; définit un nouveau jeu G (H;) qui débute en
H,.

* Dans notre cadre a information imparfaite, le premier nceud de
ce sous-jeu appartient potentiellement a un ensemble
d’information sur lequel les joueurs forment des croyances.
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* Une stratégie de comportement du jeu bayésien dynamique
pour le joueur i € V" est une application o; qui (a la date t)
sélectionne une (loterie sur) action en fonction de I’histoire
Ht des actions jouées par les joueurs stratégiques et du type 0;
du joueur i:

(H',6;) - 0;(.|H", 6;) € A(A;(HY))

« On note g;(a|Ht, 0,) la probabilité avec laquelle I'action a €
Ai(H t) est sélectionnée par la stratégie o; lorsque H¢ et 8; sont
réaliseés.

Jeux bayésiens dynamiques
Modele

* Une croyancedu jeu bayésien dynamique pour le joueur i € V' est une
application y; qui (a la date t) associe a I'histoire H; une probabilité
sur les profils de types des autres joueurs 6_;:

H* - p;(.|H") € A(6-y)

* On note ui(H_i |H t) la croyance que forme le joueur i a la date t sur le
profil de types 6_; des autres joueurs apreés avoir observé I'histoire H®
des actions jouées jusqu’en t.

» Les types de joueurs étant supposés non corrélés, on suppose que cette
croyance ne dépend pas de la réalisation du type 8; du joueur i.
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Jeux bayésiens dynamiques
Concept de solution : I'équilibre Bayésien parfait

* Nous avons vu que I'équilibre Bayésien parfait (EBP) repose sur
deux exigences :

- La rationalité séquentielle ; et
- La cohérence des croyances avec les stratégies.

» Voyons comment ces deux exigences s’écrivent formellement.
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* Pour un systeme de croyance u donné, le profil stratégique o =
(0}) jex satisfait la rationalité séquentielle si

ViEN,VH; €0;,Va/etVH ona
Etouo o [9:OIHS 61 = Eggr o [9:(OIHE, 6]

ou E; , [g:(.)|H', 6;] désigne 'espérance de gain qui s’écrit
comme suit.

Jeux bayésiens dynamiques
Concept de solution : I'équilibre Bayésien parfait

Ea,u [gi(- ) |Ht' 81’] =
N
Z 'ui(e—ilHt) Z <1_[ O-j(alet' 91)) gi(a1; ey AN, Qire—i)
e—iel_[}vzl,j;ci G')] (aj)jENEH}V:l Aj(Ht) j=1

lorsque I'’ensemble de types (et d’actions) est fini et s’écrit avec une
intégrale en place de la somme sinon.
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AR

* La cohérence des croyances avec les stratégies consiste a utiliser la regle
de Bayes de la maniere suivante:

- t=1,onsuppose H = @, et Vi ¢jona,ul-(9j|H1 = (Z)) = pj(é?j).

-t > 1, partant de I'observation de I'histoire Ht*! dont I’action
du joueur j ala date t + 1 (sélectionnée selon la stratégie ;) est

noté a;, la croyance du joueur j s’écrit
u;(6:\H)o;(a;|Ht, 0;
(o) = O l1%0)
Zeje@j“i(9j|H )Uj(aj|H 0

lorsaue le dénominateur de cette-fraction.estnen Ul oo oeome aris o7

] = u(6;|H*, a;)

Jeux bayésiens dynamiques
Concept de solution : I'équilibre Bayésien parfait

wi(6;|H) = = u(0;|H", a;)

t t pn’
THE) 0 (ay|HE, 6))
* Lorsque le dénominateur de cette fraction est nul le théoreme de Bayes

ne s’applique pas.

* Lacroyance du joueur i doit alors simplement respecter I'égalité avec
le membre de droite, qui lui peut étre choisi arbitrairement.

 En particulier, c’est le cas lorsque le joueur i observe une action g;
située hors du sentier d’équilibre (i.e., pour laquelle il n'y a pas de type
9,’ tel que o; (Cl,'lHt, 3,) > 0)
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u;(0;|H)o;(a;|HE, 0,
Mi(8j|Ht+1) _ L( J| ,) Jt( J| 12 : @H(leHt»aj)
Lg'eo, a6 |H* ) o5 (e |HE, 67)
On remarque que la seconde égalité impose que cette croyance dépend
uniquement de I'histoire H! et de I'action a.

Elle ne dépend ni de I'identité du joueur i (avec i # j) ni de 'action
jouée ala date t + 1 par un autre joueur que le joueur ;.

Les croyances que les joueurs i et k forment sur le type 6; du joueur j
doivent donc étre identiques, et leur évolution d’'une date sur 'autre ne
doit tenir compte que du comportement du joueur.ja cette date. o5«

Jeux bayésiens dynamiques
Concept de solution : I'équilibre Bayésien parfait

Un équilibre bayésien parfaitest un profil de stratégies et de
croyances (o, u) = (0}, i) jex Satisfaisant:

- larationalité séquentielle; et
- la cohérence des croyances avec les stratégies,

telles que définies ci-dessus.
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(R

* Reprenons le jeu décrit en introduction afin d’en déterminer '’ensemble des
équilibres bayésien parfait.

Nature
O
Y 01"
1/2 1/2
@ N N, O Joueur 1
G D G D
@ N @ N, @ Ns @ N, Joueur2
G D G D G D G D

(0,0) (0,—1) (0,00 (0,—1)(0,1) (0,2)(0,1) (0,2)
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Nature

O
o] 0,”
1/2 1/2
@ N, N, O Joueur 1
G D G D
@ N3 @ N @ Ns @ Ng Joueur2
G D G D G D G D
(0,0) (0, —1) (0,0) (0,—1)(0,1) (0,2)(0,1) (0,2)

* Soient:
- 01(G|0,) la probabilité avec laquelle le joueur 1 sélectionne 'action G
lorsque son type est 8, € {61,607} ; et
- 0,(G|a,) la probabilité avec laquelle le joueur 2 sélectionne I'action G
apres observation de 'action a; € {G, D} du joueur 1.
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Application : résolution d’'un jeu a 2 joueurs

Nature

D

o] e,”
t1/2 1/2 5
@ N N, B Joueur 1l
G D G D
- -V @ Na @& N @ Ng Joueur 2
G D G D G D G D
0,0) (0, —1) (0,0O (0, —1)(0,1) C0.2) (0.1) 0.,2)

Les révisions de croyance du joueur 2 s’écrivent :

Pr(61)a1(G|61)
Pr(6])01(G|61)+Pr(6])o1(G|67')
_ a(Glf1)  _ «(G]63)
 2x01(G|01)+5x01(616))  01(G|61)+a1 (G165

*  Pr(N3|G) = u,(6:11G) =
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. ~ i 4 e 01(G161)
PrNs6) = ko (9716) = 1 = ko (B116) = Zrpry - o

oD ool ) = Pr(6})a:(D|67)
HE = B = o 60)en (D167 )+Pr(ei)er (D]6] )
t(1-0:(G]61)) __ 1-a(G]61)

B §X(1_01(6|91))+§x(1_61(a|9{'))  2-04(G|01)-0:(G|67")

1—01(G|6{’)

+ PriNGID) = pa(0'1D) = 1 = ko (B3ID) = o=y ey

Jeux bayésiens dynamiques
Application : résolution d’'un jeu a 2 joueurs

L'espérance de gain du joueur 2 lorsqu'’il joue I'action G apres
observation de I'action G du joueur 1 s’écrit :

EO',,LL [92()|G] = gZ(G; G} 01) X HZ(HilG) + gZ(G; G} 8{,) X HZ(HillG)
=0 X puz(01]G) + 1 x uy(61'|G)

= H2(91'|G)

_ o618
01(G|61)+01(6167")
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Et lorsqu’il joue I'action D :
EO’,‘U, [92()|G] — gZ(G; Dr 0{) X I'lZ(H{lG) + gZ(G; D} 0{,) X HZ(QillG)

= (1) X u(611G) + 2 x u(61'1G)

_ 2x01(G|01")-01(G|61)
01(G|61)+01(6167")

Jeux bayésiens dynamiques
Application : résolution d’'un jeu a 2 joueurs

« Lapremiere expression est supérieure ou égale a la seconde si et
seulement si
r !/
2XO'1(G|91 )—01(G|91)

G|0;) + o,(G|0;) = ;
( | 1) 1( | 1) 01(G|91)+01(G|9{’)

= 01(G161) < 01(G16;).

* Lameilleure réponse du joueur 2, apres observation de 'action G
du joueur 1, est telle que
= 1si01(G|6;) < 01(G|67)
0,"(G|G) 4 € [0,1] si 01(G|61) = 01 (G16;)
= 0si01(G|6;") > 01(G|67)
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comparaison de I'’espérance de gain du joueur 2 lorsqu’il joue
I'action G a celle obtenue lorsqu'’il joue I'action D, on obtient:

= 1si0,(G|07{") > 0,(G|67)
0,*(G|D){ € [0,1] si 0, (G|6;) = 0,(G|6;)
= 0sio,(G|0)) < 0,(G|6})

Jeux bayésiens dynamiques
Application : resolution d'un jeu a 2 joueurs g

* Le paiement du joueur 1 ne dépendant pas des actions jouées, 'ensemble
des équilibres bayésien parfait s’écrit comme I’ensemble des profils de
stratégies et croyances (o, u) satisfaisant conjointement, V 6, € {61,6;'}:

- 01(G|01) =1 —0,(D|6;), avec 6;(D|6;) quelconque ;

- 02(G|H2) — 02*(G|H2), avec H2 € {G,D}; et
( a1(G161) . 12

, H2 =G
, 0:(G|01)+01(6167") .
- #2(‘91|H ) =9 1-0,(G|604)

k2_01(0|9£)_01(6|9£,)

siH2 =D




